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Du dielektriniai rutuliai vienaly¢iame elektrostatiniame lauke
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Studenty g. 48, LT-3028 Kaunas, Lietuva ,+370-37-300267, el pastas arvydas.virbalis@ktu.lt

Ivadas

Viena i§ jdomiy ir praktiskai svarbiy elektromag-
netiniy srauto matuokliy (EMSM) teorijos sri¢iy yra ma-
tavimo signalo formavimo skystyje su priemaiSomis dés-
ningumai. [1] pateikta EMSM paklaidy analizé, kai lai-
koma, kad smulkios priemaiSos yra rutulio formos. [2] §i
analizé apibendrinta elipsoido formos daleléms. Magneti-
nio lauko ir virtualiosios srovés pokytis daleliy viduje bei
iSoréje gautas naudojantis dielektrinio elipsoido poveikiu
vienalyCiam elektrostatiniam laukui ir atitinkamy lauky
analogija. Taciau [1] ir [2] atlikta analizé tinka tik tuo
atveju, kai tokiy daleliy koncentracija nedidelé ir tolygi.
Didéjant priemaisy koncentracijai, gautieji rezultatai tampa
nekorektiski. Neaisku taip pat, kaip pasiskirsto laukas
simetrinéje igaubtos formos daleléje. Vienos dalelés itaka
kitai, taip pat dalelés formos itaka galima iSsiaiskinti,
nagrinéjant dviejy dielektriniy rutuliy vienaly¢iame lauke
uzdavini. Tokio teorinio uzdavinio sprendimo rezultatai
gali biiti idoms ir kitose srityse, pvz., nagrin¢jant alyvos
netolygumy itaka transformatoriy izoliacijos varzai ir pan.
[3] pateikta dviejy laidziy rutuliy jtakos vienalyCiam
elektrostatiniam laukui analizé. Taciau Cia gauti rezultatai
neleidzia analizuoti lauko rutuliy viduje. Dviejy
dielektriniy rutuliy saveikos su vienalyCiu lauku analizés
literattiroje rasti nepavyko.

Dvisferé koordinaciy sistema

Dvisferé koordinaciy sistema — tai trimaté ortogonali
koordinaciy sistema, gaunama i§ ploksciosios dvipolés
koordinaéiy sistemos. Dvipolés koordinaiy sistemos
koordinatinés linijos yra statmeni vieni kitiems apskritimai
n=const bei &=const. Siy apskritimy $eimos turi du polius
A ir B. Kiekvienas i§ apskritimy &=const eina per Siuos
abu taSkus, kiekvienas i§ apskritimy 7=const<0 apglébia
taska A, o kiekvienas i§ apskritimy 7=const>0 apglébia
taska B (zr. 1 pav.). Dvisferé¢ koordinaciy tema gaunama
sukant kampu ¢ aplink x a$j $ias koordinatines linijas.
Staciakampéje koordinaciy sistemoje bet kuria 7 vertg
atitinka sferinis pavir§ius
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1 pav. Dvisferés koordinaciy sistemos koordinatinés linijos

g

vertg - sukimosi pavirSius
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( x2+y2—a-cot§)2+22= .az , (2)
sin“ &

o ¢ vertg — pusploks§tumé

y=x-tang. 3)

Cia a = const . Bet kurj trimatés erdvés taska galime
gauti, jei dvisferés koordinaciy sistemos koordinatés
keiciasi intervaluose: -co< <o, 0<E<r, 0<@<2T.

Tarp koordinaciy x, y, z ir 7, &, @ yra toks rysys:

_asinécosg
cosh7—cosé&’
asin&sin
= asinésing @)
cosh7 —cosé

ashn

- coshz—cosé&’

Tirio elementas dz dvisferéje koordinaciy sistemoje
iSreiskiamas taip:
dre a*sing-dp-d&-de
(cosh7 —cos &)°
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Lygtys n=1,>0 ir 77=1,<0 apraso dvieju rutuliy, kuriy
centrai yra  z aSyje, pavirSius. Rutuliy spindulys
R=a/shn, 5, 0 ju centry atstumas iki x aSies zo=acoth7,,.
Visus rutulio, kurio pavirsius 7=, taskus gausime, keis-
dami 7 intervale (77;,0), £ - intervale (0,7), o ¢ - intervale
(0,2m). Keisdami 7, ir 77,, kei¢iame santyking rutuliy padétj
vienas kito atzvilgiu, o keisdami a — rutuliy spindulius.

Potencialo aprasymas dvisferéje koordinaciy sistemoje

Tarsime, kad vienalytis laukas E, = e, E,jnukreiptas

z aSimi. Jo potenciala V,(x,y,z)=V,(n &=V, galime
iSreiksti taip:
B sinh 77

v, (6)

—zE g=—ak,)———.

20 0 cosh n—cosé
Isskleiskime $ig potencialo iSraiska Legendre‘o poli-

nomais P(cosé) ir eksponentémis, naudodamiesi [3]:

Voo sinh 7

v at ;o

cosh7p—cosé -

=2a coshry—costZoi !

0n yJcoshn—cos &
= sign77\/23 ayjcoshny —cos&E g x

© 1. —(A+2)
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P, (cosé)]=

. = 1
= Kgsignn4/coshn—cos& Y, [(/I-i—z)e 2P, (cos &)1 -(7)
A=0

Jeigu i $i lauka pateks du dielektriniai rutuliai su
skirtinga nuo aplinkos dielektrine skvarba, juose atsiras
pavirSiniai suriStieji kriiviai, kurie sukurs elektrini lauka
kiekvieno i§ rutulio viduje ir papildoma lauka ju iSoréje.
Pirmojo rutulio, apriboto pavirSiumi 7=7>0, viduje
potenciala galime uzraSyti analogiskai (7):

) —(1+1
Vi =Kp4coshn—cos& > A, e ( +A)I7Pl(cos§). ®)
A=0

Cia A, - integravimo konstantos. Sio rutulio viduje
m<n<w, o potencialo verté ribota, todél sumuojami tik
neigiami eksponenciy laipsniai.

Antrojo rutulio, apriboto pavirSiumi 7=77,<0, viduje
(-oo<m<1p,) potencialg galime iSreiksti taip:

0 —(1+]
Vi =Kg4/coshn—cosé > B, e ( +A)|’7| P;(cosé); (9)
A=0

¢ia B, - integravimo konstantos.
Papildomo lauko, atsirandancio rutuliy iSoréje, poten-
cialas yra toks:

Vi = KooJeoshyg —cosé Y[(C e G Jy)m +
=0

D, P M)p (cos (10)

¢ia C, ir D, - integravimo konstantos.
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Integravimo konstanty apskaic¢iavimas

Sri¢iy ribose turi biiti lyglis potencialai ir toms
riboms statmenos elektrinio srauto tankio dedamosios. IS
Siy lygybiy apskaiCiuojame integravimo konstantas. Po-
tencialams Sios lygybés isreiSkiamos taip:

Vi(m)=Vv(n)+Vm(m), Va(m)=Vv(m)+Vm(n). (11)

I$ statmeny sri¢iy riboms elektrinio srauto tankio
dedamuyju lygybiy i$plaukia $ios lygtys:

goVi(m)/on=&(0V(m)/On +oVm(m)/on,  (12)
&OV1(172)/0n=E,(OV (172)/O17+0Vir(172)/ Oy, (13)

Cia g ir & atitinkamai rutuliy vidaus ir juy iSorés
dielektriné skvarba. Naudodamiesi Siomis lygybémis
apskaiciavome koeficienta A,, laikydami, kad abu rutuliai
yra identiski, t.y. 77,=|1m2|=17:

K'Mo/q_

Ay=— T T0E
K"A41;L +M2/1

nis (14)
Cia
My, =n;(coshny —cosé)e"T0
My, =(1/2)sinh g sinh n ;7 +n 4 (coshryy —cos&)coshn 77,
M, =[n;(coshry —cosé)—(1/2)sinh g ]sinhn ; 77,
ny=01/2)+A.

Palyging (7) ir (8) iSraiskas, matome, kad rutulio
vidaus potencialo kiekvienos harmonikos santykis K; su
vienaly¢io lauko harmonika gali biti iSreikStas taip:

KﬂzVi:A_ﬂ. (15)
)

Zinoma (pvz., [4]), kad jeigu vienaly&iame lauke yra
vienas rutulys, tai potencialo rutulio viduje ir vienalycio
lauko potencialo santykis yra toks:

_ 3k
2c+1°

(16)

Ko

Rutuliai neturés vienas kitam ijtakos, jei 7p—>0.
Kadangilim,_,., (" /sinhy) =2, lim, _,,,(coshy/sinhy) =1 ir

|cos&<1, tai jverting n, iSraiSka, gauname:

271;“ P
. A ny—1/2
Kloo:hmr]%oo_ﬂ:—l/zﬁn/ . (17)
i TETRA
n,l—l/2

Lygybé K=K,y bus tenkinama, kai A=1. Taigi
rutulio viduje veiks tik pirmoji eilutés (8) harmonika.
Koeficiento K :K| 11 iSraiska gausime i§ (14) ir

(15), irase A=1 ir Siek tiek pertvarke tas iSraiskas:

mg(coshny —cosé)

(18)

= my(cosh7y —cos &) +my

éia



my = 1,5xe"0 my =1,5(x cosh 1,57y + sinh 1,577¢), (19)
my =15(1 - ) sinh 57y sinh 1,577.

Potenciala pirmojo rutulio viduje isreikSime, turé-
dami omenyje, kad jis skiriasi nuo vienaly¢io lauko po-
tencialo, iSreiksto (6) lygtimi, koeficientu K;:

7 __KjaE ysinhp _

cosh7np—cosé

my akE , sinhn(coshrg —cos &)

- my [(cosh7y —cos &) —m, /my](coshn—cos &)

(20)

D¢l simetrijos potencialas antrojo rutulio viduje bus
apraSomas taip pat, tik jo zenklas bus priesingas.
Elektrinio lauko stipris rutuliy viduje

Elektrinis laukas nagrinéjamoje sistemoje yra
simetrinis z aSies atzvilgiu. Jis vienodai pasiskirstes
kiekvienoje plokstumoje ¢=const.
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2 pav. Elektrinis laukas gretimy rutuliy viduje

Kol rutuliy nebuvo, laukas buvo vienalytis ir
nukreiptas z asies kryptimi. Jei rutuliy dielektriné kons-
tanta skirtinga nuo aplinkos, rutuliuose laukas iSkraipomas.
2 pav. matome lauko vaizda plok§tumoje y=0. Laukas
kei¢ia krypti tik rutuliy pavirSivose, kuriuos Sioje
sankirtoje atstovauja apskritimai. I$skaidykime
kiekviename $iy apskritimy taske lauko stiprio vektoriy i
dedamasias, nukreiptas z aSies kryptimi ir statmenas jai.
Bet kurios z aSiai statmenos tiesés, kertan¢ios apskritimus,
sankirtos taskuose dél simetrijos statmenos aSiai z
dedamosios bus vienodo dydzio ir prieSingy kryp¢iu, taigi
kompensuos viena kita, ir laukas vis tiek bus nukreiptas z
kryptimi. Dvisferéje koordinaciy sistemoje elektrinio lauko
stiprio vektorius E turés dvi komponentes:

oV,
on

6V1)

E =—-gradV; =—(e, h, o¢

¢ia h, ir hs - Lame koeficientai, kurie dvisferéje
koordinadiy sistemoje iSreiSkiami taip:

_coshzp—cosé

=h; (22)

a
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3 pav. Elektrinio lauko stiprio dedamosios staciakampéje ir
dvisferé¢je koordinaciy sistemose

Komponenciy E, ir E teigiamosios kryptys paro-
dytos 3 pav. IS Sio paveikslo matome, kad elektrinio lauko
stiprio komponentg E, tiek rutulio riboje 7=1,, tick sferos
viduje 7>1y galime iSreiksti taip:

E, =—(Ejcos0+ Egsin0) . (23)

I§ trikampio OMP gauname cos6=O‘M/PO",
sin=PM/O‘P. Savo ruoztu PM=x, O‘M=z‘=z-O0‘=
=z-acoshn/sinh7. Vertindami (4), gauname:

cos z :coshn-cosg—I’
x/2.2 4+x2  coshp—cosg
i (24)
sind = X __sin n-siné .
\/2'2 +x2 coshp—cosé
Naudodami (20)-(24) lygtis, E iSreikSime taip:
m coshny —cosé
E=E, =E, m_O[ 0 "
! cosh 7 —cosf——2
m
L2 sin &sinh 77 1 (29
i (coshrg —cos& —&)2 (coshnp—cos &)

m)

Skirtingai negu viename rutulyje, dviejuose greti-
muose rutuliuose laukas bus pasiskirstgs netolygiai (kinta x
aSies kryptimi). Todél vertinsime viduting lauko verte.
Mums §i verté yra aktualiausia, kai rutuliai lie¢iasi vienas
su kitu.

Vidutinis elektrinio lauko stipris susilieianciy rutuliy
viduje

Rutuliai pradeda liestis vienas su kitu, kai 77,—0.
Viduting elektrinio lauko stiprio vertg gausime apskaiciave
elektrinio lauko integralo rutulio tiiryje santyki su tuo
tiriu. Tacdiau integruojant visame tiryje (25) iSraiska,
atsiranda démeny, kuriy vertés tam tikrame kintamyjuy
diapazone yra neapibréztos (pvz., neigiamojo skaiCiaus
logaritmas). Kadangi laukas rutulio viduje pasiskirstes
simetriskai, Sig klititj galime jveikti, integruodami dalyje
tirio. Kai cos@=0, i§ (24) gauname cosé=1/cosh7. Taigi &
intervala 0<6<m/2, ty. deSinjji nagrinéjamojo rutulio
pusrutulj, atitinka cos¢ intervalas (1/coshz)<cosé<1. Kai
no—0, rutulio spinduli galime iSreikSti  taip:



Rg=a/sinhry=a/ny. Su deSiniojo pusrutulio tasky 7
vertémis susiety rutuliy 77=const spinduliai tenkina salyga
R2(1/12)Ry=al21ny. Jeigu 1y pakankamai mazas, Siame
pusrutulyje 77 keiciasi ribose 70<7<21. Rutulio tiiri Siuo
atveju galime iSreiksti taip:
=4nR,’/3=4na’/3sinh’ y=4na’/3n,’. Viduting elektrinio
lauko stiprio vertg Ejs deSiniajame pusrutulyje, {verting

(3), galime gauti taip:

L) 2f’2”0 S a’sin & dédnd
0,5~ 5 3 z _ 3 nao, 26
> 0 n, 0 (coshy—cosé) (26)

&, =arccos(l/cosh 7).

Kadangi 7 nepriklauso nuo ¢ integruojant pagal &,
kintamaji patogu pakeisti taip: s=coshz-cosé. Tada
sinéd&=d(-cos&)=d(cosh7-cos&)=ds. Isreik§dami s rézius,
ivertinsime tai, kad maksimali 7 verté Siame pusrutulyje
yra 217, Kai 7,—0, funkcijas coshz ir sinhz patogu
iSskleisti 7 laipsniy eilutémis, paliekant narius su
zemiausiais laipsniais. Tada rézi <&=0 atitiks rézis
se=coshn-1=17°/2, o rézi &=arccos(l/coshn) — rézis s,=
cosh7-1/coshn  =(cosh’7-1)/coshn =sinh*z/coshy =1
[vertinus visa tai, (25) iSraiska pasikeis taip:

o 17

2 2 2

= m 5s=0,5(n" —np")

E=3n0E— [ ] I
My e 0218 =057 + fimg™)]s

o 11— (0,572 +1-5)21ds
+310° foEzo | 7L | LinlL ’72 2) ]2 T
7o n/2 [s—0,5(n +f1770 )Ns

&ia fo=(ma/my) ne'=(1-1)/(2xc+3 15), fi=2fs-1.

Sio integralo verté esti didziausia, kai 7,=0, x<<I,
E..x—3,53« Nagringjant tokios formos priemaisy itaka
elektromagnetinio  srauto  matuokliy  metrologinéms
charakteristikoms, mus labiausiai domina, kaip keiciasi
gretimy rutuliy viduje elektriné slinktis D;, nes taip pat
kaip ir ji kinta virtualioji srové j; ir magnetinio srauto
tankis B; elektromagnetinio srauto matuoklio kanale:

dsldn+

27)

:g[.E.

rmax

D.

rmax

0 =KD,y =3,53D,.

z

=3,53¢,%¢
&

Taigi maksimalus vidinio lauko srauto tankio
prieaugis nevirsija 20% vieno rutulio vidinio lauko tankio
vertés. Palyginimui galime jvertinti, kad sferoido, kurio
didzioji aSis dvigubai ilgesné uz mazasias, viduje,
pastarajam patekus i iSorini vienalyti lauka, orientuota
iSilgai didziosios aSies Djy=5,76D,. 1 du suglaustus
rutulius ir | atitinkamo ilgio ir skersmens sferoida galime
ziuréti, kaip i ribinius bendrojo pavidalo formos daleliy,

kuriose gali biti jdubos, atvejus (zr. 4 pav.). Matome, kad
daleliy su jdubomis viduje laukas gali gerokai susilpnéti.
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C

4 pav. Sferoidas ir du suglausti rutuliai: sferoido pjlvis a) xz
plokstumoje, b) xy ploks$tumoje, ¢) rutuliy pjtivis xz plok§tumoje

ISvados

1. Naudojantis dvisfere koordinaciy sistema ap-
skai¢iuotas vidinis elektrinis laukas dviejuose gretimuose
dielektriniuose vienodo spindulio rutuliuose, patekusiuose
1 vienalyti elektrostatinj lauka.

2. Skirtingai nuo vieno rutulio, esancio vienalyCiame
lauke, dvieju gretimy dielektriniy rutuliy, esanciy
vienaly¢iame lauke, vidinis laukas yra nevienalytis, taciau
lauko kryptis sutampa su iSorinio lauko kryptimi.

3. Vidutiné elektrinio srauto tankio verté, kai du
rutuliai susilietg, mazdaug 20% didesné negu viename

rutulyje.
4. Gautieji rezultatai naudingi tiriant magnetinio ir
virtualiosios srovés laukus elektromagnetinio srauto

matuokliuose, esant jvairiy formy priemaiSoms, taip pat
tiriant {vairius laukus nevienalytéje aplinkoje.
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R.Simeliiinas, J.A.Virbalis Du dielektriniai rutuliai vienaly¢iame elektrostatiniame lauke // Elektronika ir elektrotechnika.-

Kaunas: Technologija, 2003.- Nr.6(48).- P.33-37.

Dviejy gretimy dielektriniy rutuliy, esanéiy vienalyéiame elektrostatiniame lauke, vidinis laukas yra kitoks palyginti su vieno
rutulio vidiniu lauku. Si lauka galima apskaigiuoti naudojantis dvisfere koordinadiy sistema. Vienaly¢io elektrostatinio lauko potencialo
ir papildomy potencialy iSraiSkos buvo isskleistos dvisferéje koordinaciy sistemoje Legendre‘o daugianariais ir laipsnine eilute bei
i§spresta Laplace‘o lygtis. Integravimo koeficienty iSraiSkos buvo gautos naudojantis standartinémis krasStinémis salygomis bei bei
vidinio ir iSorinio vienalyCio lauko potencialy santykiu pakankamai nutolusiuose rutulivose. Vidinis laukas dviejuose gretimuose
rutulivose yra nevienalytis, taciau sutampa su iSorinio lauko kryptimi. Kai rutuliai suglausti, vidutiné elektrinio srauto tankio verté



mazdaug 20% virsija jo vertg atskirame rutulyje. Gautieji rezultatai naudingi skai¢iuojant magnetinio lauko ir virtualiosios sroveés tankio
pasiskirstyma elektromagnetinio srauto matuoklio matavimo kanale, esant jvairiy formy magnetinéms priemaiSoms, taip pat tiriant
ivairius laukus nevienalytéje aplinkoje. I11.4, bibl.3 (lietuviy k., santraukos lietuviy, angly ir rusy kalbomis).

R.Simeliiinas, J.A.Virbalis Two Dielectric Spheres in Uniform Electrostatic Field / Elektronics and Electrical Engineering.-
Kaunas: Technologija, 2003.- No.6(48).- P.33-37.

The internal field of two contiguous dielectrical spheres in external uniform electrostatic field is different in comparison with
internal field of alone sphere. We can calculate this field using bispherical coordinate system. The expressions of potential of uniform
electrostatic field and extra potentials were written as degrees series of polynomials of Legendre and the Laplace equation was worked
out. The expressions of integration coefficients were obtained using the boundary conditions and the relation between the internal
potential of alone sphere and external uniform potential. The internal field of two contiguous spheres is not uniform but it is directed
along the external uniform field. When the sphere is in touch with identical sphere, the average value of electrical flux density exceed
about 20% analogical value in alone sphere. The obtained results are useful for calculation of distribution of magnetic field and virtual
current density in duct of electromagnetic flow meter with magnetic admixtures and for investigation of different fields in
inhomogeneous media. 1.4, bibl.3 (in Lithuanian; summaries in Lithuanian, English, Russian).

P.Illumemonac, FO.A.Bupbaanc [IBa AM3JIEKTPHYECKHX LIAPA B OJAHOPOJAHOM 3JIEKTPOCTATHYECKOM HoJie// DJIeKTPOHHKA U
anexkTporexHuka. - Kaynac: Texnosorus, 2003.-Ne 6(48).- C. 33-37.

BHyTpeHHee 1oje BYX PAcCIOJOKEHHBIX PAZOM JHMAICKTPHYCCKUX ILIAPOB, HAXOLIMXCS B OJHOPOJHOM 3JIEKTPOCTATHYECKOM
HOJIe, OTJIMYAETCSl OT BHYTPEHHETO MOJISI OAMHOYHOTO I1apa. OTO MOJIe MOYKHO PACCUUTATh, MOJB3YsCh Ouchepudeckoil KOOPAUMHATHOMN
CHCTEMOH. BbrIpaxkeHue Ui HOTEHIMala OJHOPOIHOTO HOJIS M JIOIOJHUTENbHBIX HOTCHIMAIOB ObLIO Pa3i0oKEHO B CTEIEHHOM psi IO
nonuHoMaM Jlexxanapa u Obulo pelneHo ypaBHeHue Jlamnaca. BoipaxeHust Ko3()(UIMEHTOB HMHTETPHPOBAHUS OBUIM IIOJTYYEHBI
HOJIb3YSICh TPAHUYHBIMH YCJIOBHSMH U OTHOIICHHEM MEXKIy BHYTPEHHHM IOTCHIMAJIOM yIaJEeHHBIX IIAPOB M HOTCHI[MAIOM BHELIHETO
OJIHOPOJIHOTO II0JI. BHyTpeHHee moyie B ABYX DAacHOJIOKEHHBIX PSIOM IapaX HEOJHOPOJHOE, a €ro HalpaBICHHE COBMAJAeT C
HalpaBJICHUEM BHEIIHEro mossi. Eciu mapsl KacaroTcs Apyr Ipyra, CpeiHee 3Ha4eHUE IUIOTHOCTU HIEKTPUYECKOro IOTOKA IPUMEPHO
20% mpeBbILIaeT ero 3HaUeHUE B OAMHOUHOM Iuape. [lomyueHHble pe3yabTaThl MOJNE3HbI MIPH PACUETe pacpeie/IeHUs] MarHUTHOTO OIS
U IUIOTHOCTH BHUPTYaJbHOrO TOKa B KaHaJe SJIEKTPOMArHUTHOTO pacxojoMepa, a TaKKe IpPH pacyeTe pPasU4yHbIX MHOJeH B
HeonHopoHoH cpene. M4, 6ubi. 3 (Ha TUTOBCKOM s3bIKe; pedepaThl Ha TUTOBCKOM, aHIJIMHCKOM U PYCCKOM si3.).
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